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Problema 1

Encuentre el trabajo necesario para colocar 4 cargas en los vértices de un cuadrado de lado a, tal
como se muestra en la figura .

Solución

La enerǵıa de un conjunto discreto de cargas (el trabajo que cuesta armar el sistema) va a venir
dada por:

U =
1

2

N∑
i=1

qiφ(~ri) =
1

2

N∑
i=1

Ui (1)

donde φ(~ri) es el potencial debido a todas las cargas presentes menos la i-ésima cuando se traen
una por una desde infinito hasta la posición donde estan. Si nombramos las cargas como q1 = q,
q2 = 2q, q3 = −2q y q4 = 4q, se tiene que:
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para q1 : φ(~r1) = 0

⇒ U1 = 0 (2)

para q2 : φ(~r2) =
1

4πε0

q1
|~r1 − ~r2|

⇒ U2 =
1

4πε0

2q2

a
(3)

para q3 : φ(~r3) =
1

4πε0

[
q1

|~r1 − ~r3|
+

q2
|~r2 − ~r3|

]
⇒ U3 =

1

4πε0

[
−2q2

a
− 4q2

a
√

2

]
(4)

para q4 : φ(~r4) =
1

4πε0

[
q1

|~r1 − ~r4|
+

q2
|~r2 − ~r4|

+
q3

|~r3 − ~r4|

]
⇒ U4 =

1

4πε0

[
4q2

a
√

2
+

8q2

a
− 8q2

a

]
=

1

4πε0

4q2

a
√

2
(5)

Por último si sumamos todos los Ui nos queda que la enerǵıa total del sistema es:

U =
1

4πε0

[
0 +

1

4πε0

2q2

a
− 1

4πε0

2q2

a
− 4q2

a
√

2
+

4q2

a
√

2

]
= 0 (6)

Por lo tanto no se gasta enerǵıa en armar la configuración que se muestra en la figura.

Problema 2

Encuentre la enerǵıa almacenada en una esfera de radio a y densidad constante ρ.

Solución

La enerǵıa para una distribución de carga continua es:

U =
1

2

∫
Esfera

ρφint dV (7)

donde φint es el potencial dentro de la esfera. Para calcular el potencial dentro de la esfera, primero
calculamos el campo al interior de la esfera con la ayuda de la ley de Gauss:

∫
~Eint · d~S =

1

ε0

∫
ρdV (8)

Eint(r) · 4πr2 =
1

ε0
ρ4π

r3

3
(9)

Eint =
ρr

3ε0
(10)
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Donde se uso que que ~E = Eint(r)r̂ dentro de la esfera por simetŕıa y como superficie gaussiana
se ocupo una esfera de radio r. Si tenemos en cuenta que ~E = ~∇φ, entonces se tiene:

~Eint = −∂φint
∂r

r̂ ⇒ φint = −
∫

ρr

3ε0
dr = −ρr

2

6ε0
+ φ0 (11)

donde φ0 es una constante de integración por determinar. Para determinar φ0 se usa el hecho de
que el potencial es continuo, es decir:

φint(r = a) = φext(r = a) (12)

donde φext es el potencial del exterior de la esfera. Para determinar φext lo hacemos de la misma
manera que φint, es decir, usando la ley de Gauss:

∫
~Eext · d~S =

Qenc
ε0

(13)

Eext(r) · 4πr2 =
Q

ε0
(14)

Eext =
Q

4πε0r2
(15)

donde se uso que ~Eext = Eext(r)r̂ por simetŕıa y Q igual a la carga total de la esfera. Como ~E = ~∇φ
entonces se tiene que:

~Eext = −∂φext
∂r

r̂ ⇒ φext = −
∫

Q

4πε0r2
dr =

Q

4πε0r
+ φ1 (16)

donde φ1 es una nueva constante de integración, la cual podemos eliminar haciendo que φext(r →
∞) = 0, lo que da φ1 = 0. Con esto podemos aplicar la condición (12) y se tiene:

−ρa
2

6ε0
+ φ0 =

Q

4πε0a
usando Q = ρV = ρ

4

3
πa3

φ0 =
ρa2

2ε0
+−ρa

2

6ε0

φ0 =
ρa2

2ε0

con lo que se encuentra:

φint = −ρr
2

6ε0
+
ρa2

2ε0
(17)

Por ultimo para encontrar la enerǵıa de la esfera se reemplaza φint en (7):
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U =
1

2

∫
Esfera

ρφint dV

=
ρ

2

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ a

0

[
−ρr

2

6ε0
+
ρa2

2ε0

]
r2sinθdrdθdφ

=
4πρ2a5

15ε0

Nota: La enerǵıa también se puede calcular usando la siguiente ecuación:

U =
ε0
2

∫
R3

| ~E|2dV

Notar que ahora es una integral sobre todo el espacio y no solo sobre el cuerpo como en la ecuación
(7).

Problema 3

Considere un par de alambres infinitos ubicados en x = a y x = −a con densidades de carga
constantes +λ y −λ respectivamente. Calcule las superficies equipotenciales.

Solución

El campo eléctrico para un alambre que pasa por el origen viene dado por:

~E =
λ

2πε0r
r̂ (18)

Y si usamos que ~E = −~∇φ, entonces se tiene que:
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~E =
∂φ

∂r
r̂ ⇒ φ = −

∫ r

r0

λ

2πε0r′
dr′ (19)

=
λ

2πε0
ln
(r0
r

)
(20)

donde r0 es simplemente un radio tal que φ(r0) = 0. Si usamos el principio de superposición,
entonces el potencial generado por los 2 alambres es:

φ = φ1 + φ2 (21)

donde φ1, φ2 son los potenciales generados por los alambres con +λ,−λ. Por lo tanto:

φ = φ1 + φ2

=
λ

2πε0
ln
(r0
r

)
− λ

2πε0
ln
(r0
r

)
=

λ

2πε0
ln

(
r2
r1

)
Con r1 la distancia al alambre en x = a y r2 la distancia al alambre en x = −a. Para encontrar

las superficies equipotenciales hacemos φ = h = cte, luego se encuentra:

r2
r1

= β con β = exp(2πεh/λ) (22)

Expresando r1 y r2 en coordenadas cartesianas y elevando al cuadrado la expresión anterior,
entonces se tiene:

(x+ a)2 + y2 − β2[(x− a)2 − y2] = 0

x2 + 2ax+ a2 − β2(x2 − 2ax+ a2) + (1− β2)y2 = 0

(1− β2)x2 + 2ax(1 + β2) + (1− β2)a2 + (1− β2)y2 = 0

x2 + 2ax
1 + β2

1− β2
+ a2

(1 + β2)2

(1− β2)2
+ a2 + y2 = a2

(1 + β2)2

(1− β2)2[
x− aβ

2 + 1

β2 − 1

]2
+ y2 =

4a2β2

(1− β2)2

Esta es la ecuación de un ćırculo con centro en (xc, yc) y radio rc dados por:

(xc, yc) =

(
a
β2 + 1

β2 − 1
, 0

)
rc =

2aβ

1− β2

Si β < 1 los ćırculos quedan hacia la izquierda del eje x y si β > 1 quedan a la derecha del eje y.
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