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Medición de probabilidades en sistemas de dos part́ıculas de spin
1/2

Considere un sistema formado por dos electrones, de modo que la función de onda de spin del sistema puede
escribirse de manera general como

| ψ〉 = α |↑1〉 |↑2〉+ β |↑1〉 |↓2〉+ γ |↓1〉 |↑2〉+ δ |↓1〉 |↓2〉,

donde
|↑i〉 =| 1/2 1/2〉i, |↓i〉 =| 1/2 − 1/2〉i, i = 1, 2

siendo i el ı́ndice que etiqueta a ambas part́ıculas. Demuestre lo siguiente

(a) La probabilidad de medir simultáneamente la part́ıcula 1 con spin up a lo largo del eje y y la
part́ıcula 2 con spin up a lo largo de eje z es simplemente

P (↑y, ↑z) =
1

2
|α− iγ|2,

(b) La probabilidad de medir a la part́ıcula 2 con spin down a lo largo de eje x está dada por

P (↓x, {↑, ↓}) =
1

2
|α− β|2 +

1

2
|γ − δ|2,

Relaciones de conmutación

Demuestre que si uno trabaja con un sistema de dos part́ıculas y define el operador vectorial de spin como

S = S(1) + S(2),

siendo S(i) el operador vectorial de spin de la part́ıcula i-ésima (i = 1, 2), entonces se cumplen las siguientes
reglas de conmutación

[S2,S(1)] = 2i~
(
S(1) × S(2)

)
, [S2,S(2)] = −2i~

(
S(1) × S(2)

)
,

donde S2 = S · S. Para esta demostración le será útil usar las realciones de conmutación

[S
(λ)
i , S

(λ)
j ] = i~εijkS(λ)

k , {S(λ)
i , S

(λ)
j } = 2~2δij1,

para λ = 1, 2. También le será útil saber que la contracción de un tensor antisimétrico con un tensor simétrico
siempre es nula, por ejemplo

εijkδjk = 0,

siendo εijk el tensor de Levi-Civita (antisimétrico) y δjk el tensor de Delta de kronecker (simétrico).
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Coeficientes de Clebsch-Gordan

Suponga que se tiene un sistema de dos part́ıculas, donde la primera part́ıcula posee spin 1/2, vale decir,
s1 = 1/2 y que no sabemos nada acerca del spin de la segunda part́ıcula, al cual le llamaremos simplemente
s2. Supongamos que estamos analizando el estado | s m〉 definido como

| s m〉 = A | 1/2 1/2〉 | s2 (m− 1/2)〉+B | 1/2 − 1/2〉 | s2 (m+ 1/2)〉

usando la ecuación de autovalores

S2 | s m〉 = ~2s(s+ 1) | s m〉,

sabiendo que

S2 =
(
S(1)

)2
+
(
S(2)

)2
+ 2S(1) · S(2),

y que los operadores de subida y bajada actúan de la siguiente manera

S± | s m〉 = ~2
√
s(s+ 1)−m(m± 1) | s (m± 1)〉,

con S± = Sx ± iSy, entonces deduzca que

A =

√
s2 ±m+ 1/2

2s2 + 1
, B =

√
s2 ∓m+ 1/2

2s2 + 1
,

Hamiltoniano de la interacción dipolar

Dos part́ıculas de spin 1/2 están separadas a una distancia a = aẑ e interactúan solamente a través de la
enerǵıa dipolar magnética

H =
µ1 · µ2

a3
− 3

(µ1 · a)(µ2 · a)

a5
,

donde µj (j = 1, 2) es el momento magnético de la part́ıcula j-ésima (j = 1, 2). El sistema de dos spines
consiste en autoestados de los operadores S2 y Sz.

(a) Usando la relación µj = −γSj y las identidades

S1 · S2 =
1

2

(
S2 −

(
S(1)

)2
−
(
S(2)

)2)
, S(1)

z S(2)
z =

1

2

(
S2
z −

(
S
(1)
2

)2
−
(
S(2)
z

)2)
,

y sabiendo que

S2 | s m〉 = ~2s(s+ 1) | s m〉
Sz | s m〉 = ~m | s m〉

deduzca que para el caso s1 = s2 = 1/2 el Hamiltoniano del sistema puede escribirse como

H =
γ2

2a3
(
S(S + 1)− 3S2

z

)
,

(b) Encuentre las autoenerǵıas de los estados tripletes (| 1 1〉, | 1 0〉 y | 1 − 1〉) y para el estado
singlete | 0 0〉.
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(c) Encuentre la función de onda para todo instante de tiempo suponiendo que inicialmente el estado
del sistema es 1√

4
(| 1 1〉+ | 1 0〉+ | 1 − 1〉+ | 0 0〉), para ello use la expansión

| χ(t)〉 =
∑

s = 0, 1
m = −s, ..., s

αsm | s m〉e−
iEsmt

~ , αsm ∈ C,

en donde Esm es la autoenerǵıa correspondiente al estado | s m〉, la cual fue hallada en (b). Se suele
usar la representación

| 1 1〉 =


1
0
0
0

 , | 1 0〉 =


0
1
0
0

 ,

| 1 − 1〉 =


0
0
1
0

 , | 0 0〉 =


0
0
0
1

 ,

Medición simultánea en un sistema de dos spines

Suponga que tiene dos part́ıculas de spin 1/2 y que ambas se encuentran en el estado singlete. Sean

S(1)
a : el operador de spin de la part́ıcula 1 a lo largo de eje â

S
(2)
b : el operador de spin de la part́ıcula 2 a lo largo de eje b̂

si θ = ](â, b̂), entonces demuestre que

〈S(1)
a S

(2)
b 〉 = −~2

4
cos θ,
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