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Profesor: Max Bañados
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Gúıa 1: Spin
23 de Marzo de 2013

1. Operadores de spin

Demuestre las siguientes propiedades

(a) Construya la matriz Sr, que corresponde al operador de spin a lo largo del eje r̂, siendo

r̂ = cos θ sinφ x̂+ sin θ sinφ ŷ + cos θ ẑ

demuestre que los autovectores de este operador están dados por

| χ+
r 〉 =

(
cos(θ/2)

eiφ sin(θ/2)

)
, | χ−

r 〉 =

(
sin(θ/2)

e−iφ cos(θ/2)

)
(b) Construya la representación matricial de los operadores Sx, Sy y Sz para una part́ıcula de spin 1.

(c) Dado un estado de spin general

| χ(t)〉 =

(
α(t)
β(t)

)
, |α(t)|2 + |β(t)|2 = 1

encuentre una expresión general para 〈S(t)〉 y muestre que que cada componente del valor de ex-
pectación es un número real.

2. Propiedades de las matrices de Pauli

Para los siguientes problemas considere que a, b ∈ R3 y M es una matriz arbitraria de 2× 2.

(a) Dado que {σ1, σ2, σ3,1} forman una base para el espacio de todas las matrices de 2× 2, entonces

M = a01+ a · σ, a = (a1, a2, a3)

demuestre que

a0 =
1

2
Tr (M) , a =

1

2
Tr (σM)

(b) Muestre que si U es una matriz unitaria de 2× 2, entonces siempre puede escribirse como

U = eiγ+iωn̂·σ

donde γ, ω ∈ R y n̂ ∈ R3 es un vector unitario.

(c) Dado dos vectores a, b ∈ R3, entonces siempre se cumple que

(a · σ)(b · σ) = 1(a · b) + iσ · (a× b)
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3. Dinámica de spin

Considere electrón que está inmerso en una región con un campo magnético de la forma B = B1x̂, siendo
B1 una constante. Considere que el momentum angular de la part́ıcula está congelado.

(a) Encuentre la expresión matricial para el Hamiltoniano del sistema.

(b) Si inicialmente la part́ıcula es medida con spin up a lo largo del eje y, entonces encuentre la función
de onda de spin en cualquier instante de tiempo. Para esto considere que la función de onda de spin
| χ(t)〉 puede expandirse en términos de sus estados estacionarios

| χ(t)〉 = Ae−
i
~E+t | χ+

x 〉+Be−
i
~E−t | χ−

x 〉

siendo | χ±
x 〉 y E± los autovectores y autovalores del operador Hamiltoniano, respectivamente.

(c) ¿Cuál es la probabilidad de medir el electrón con spin down a lo largo de eje 1
2 (1, 1,

√
2)?. Para este

cálculo puede utilizar el resultado (a) del problema 1 usando θ = φ = π/4.

4. Rotaciones en el espacio de spin y euclideano

(a) Demuestre que dado un operador A = a01+ a · σ, siempre se cumple que

e
i
2 θσ·n̂Ae−

i
2 θσ·n̂ = a01+ (a · σ) cos θ − σ · (n̂× a) sin θ + 2 sin2(θ/2)(n̂ · σ)(a · n̂)

para ello primero ocupe la identidad

eia·σ = 1 cos |a|+ i(â · σ) sin |a|

y luego use la identidad demostrada en el problema 2 (c). Usando lo demostrado verifique que se
satisface la relación

e
i
2 θσzSze

− i
2 θσz = cos θSx − sin θSy

para ello tome elija A = Sz, es decir, a0 = 0 y a = (0, 0, 1).

(b) Si es que miramos con detalle el resultado anterior, es decir

e
i
2 θσzSze

− i
2 θσz = cos θSx − sin θSy

nos daremos cuenta de que corresponde a un caso particular de la transformación que relaciona rota-
ciones en el espacio de spin y el espacio ecuclideano R3, la cual como vieron en clases está dada
por

e
i
~α·LS = e

i
~α·SSe−

i
~α·S (1)

donde α = αn̂, L y S son los operadores vectoriales de momentum angular orbital y spin, respectiva-
mente. En clases se demostró que para |α| � 1, a primer orden en α se obteńıa la siguiente regla de
conmutación

(α ·L)S = [α · S,S]

realizando el mismo procedimiento visto en clases encuentre una relación a segundo orden en α.
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